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  1	  2011 年底，笔者赴法国国家科研中心从事博士后研究，研究课题是唐代数学。在法国期间，广泛考察了
古代数学著作之外的文献，发现儒学经典中有独特的数学知识。2013 年底，入职中山大学以来，继续做
这方面的研究。这篇文章受到欧洲学术委员会（European Research Council）的第七项目架构（European 2	  这里所讲的数学史料，唐代以前指《筭经十书》；宋元时期，则有贾宪、秦九韶、李冶、杨辉、朱世杰
等人的著作；明清时代则是当时的各种数学著作；汉简《筭数书》、秦简《数》相继被发现之后，则成为
秦及先秦数学的核心文献。	  3	  如郭书春主编的《中国科学技术史数学卷》就是这类的最新成果。	  4	  如马宗霍的《中国经学史》。	  5	  如张道一注释的《考工记》。	  




1  贾公彦生平  




（［6］，4950 页）永徽二年（651 年）［10，11］，长孙无忌（？－659 年）11 主





开头贾氏的官名都是太学博士，由此可知撰写的年代在 650 到 655 之间。这也
意味着，它们完成于贾氏参与《五经正义》项目的同时。 
 
2  贾公彦对“㮚氏为量”的注疏  
        本文研究的核心文献是贾氏《周礼考工记》“㮚氏为量”注疏的主体部
分。为了便于阅读和分析，把这段文献十段，开头分别以英语字母 a 到 j 标
识。根据期刊格式，文字由繁体转为简体。《周礼考工记》“㮚氏为量”［12］
14：    
a）量之以为鬴。深尺，内⽅方尺⽽而圆其外。其实⼀一鬴。 
                   b）以其容为之名也。四升曰⾖豆，四⾖豆曰区，四区曰鬴，鬴六⽃斗四升也。鬴⼗十则锺。 
         ⽅方尺，积千⼨寸。于今粟米法，少⼆二升⼋八⼗十⼀一分升之⼆二⼗十⼆二。其数必容鬴。此⾔言⼤大⽅方耳。圆 
         其外者，为之唇。 
                  c）［疏］注“以其”⾄至“之唇”。15释曰：⾔言“量之以为鬴”者，谓量⾦金汁⼊入模，以为六⽃斗 






孔氏活了 75岁。由此推论他生于 574年。（参见［8］）	  9	  初唐的五经指《周易》、《尚书》、《毛诗》、《礼记》、《春秋》五部儒家经典。	  10	  《五经正义》原名《五经义赞》，后由太宗的诏令改为《五经正义》。（［9］）	  11	  根据新旧唐书，长孙无忌因谋反的罪名逝于显庆四年（659 年）。（［6］，2456 页；［8］，4022
页）	  12	  孔颖达《五经正义》完成之后，学者们对于注疏仍然有许多争论和讨论。因此高宗时期重新启动了对
《五经正义》再注疏。当时孔颖达已经去世，改由长孙无忌主持。其结果基本就是传本《五经正义》。这
一阶段在 651-653年。	  13	  据贾公彦的官职推知他参与《尚书正义》是在五经正义的第二阶段，即长孙无忌主持的阶段。	  14	  《十三经》版本繁多，本文以阮元校刻之《十三经》为底本，并参考孙诒让《周礼正义》（［12］），
和北大出版的《十三经》繁体标点本（［13］）。	  15	  笔者起初遗漏了此句。经匿名审稿人建议补上。此句旨在标识注疏的范围。	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        形。向上谓之外。绕⼝口圆之，又厚之以为唇。云“其实⼀一鬴”，受六⽃斗四升也。 
                 d）云“以其容为之名也”者，此量器受六⽃斗四升曰釜，因名此器为鬴。故云以其容为 
         之名也。云“四升曰⾖豆”已下⾄至“则锺”，《左⽒氏传》昭三年，齐晏⼦子辞。连引⾖豆、区、釜、 
         锺者，以其四者皆量器之名也。 
                e） 云“⽅方尺，积千⼨寸”者，云⽅方尺者，上下及旁径为⽅方尺。纵横皆⼗十破，⼀一⼨寸⼀一截。⼀一 
         截得⽅方⼨寸之⽅方百，⼗十截则得千⼨寸也。又云“于今粟米法”者，筭术有筭粟为米之法，故云粟 
         米法也。 
                f）筭法：⽅方⼀一尺，深尺六⼨寸⼆二分，容⼀一⽯石。如前以纵横⼗十截破之。⼀一⽅方有⼗十六⼨寸⼆二 
         分，容⼀一升。百六⼗十⼆二⼨寸，容⼀一⽃斗。千六百⼆二⼗十⼨寸，容⼀一⽯石。 
                g）今计六⽃斗四升为釡。以百六⼗十⼆二⼨寸受⼀一⽃斗。六⽃斗各百，为六百。六⽃斗各六⼗十，六六 
         三⼗十六，又用三百六⼗十。六⽃斗又各⼆二⼨寸，⼆二六⼗十⼆二，又用⼗十⼆二⼨寸。总用九百七⼗十⼆二⼨寸，为 
         六⽃斗。 
                 h）于千⼨寸之内，仍有⼆二⼗十⼋八⼨寸在。于六⽃斗四升曰鬴，又少四升未计⼊入。今⼆二⼗十⼋八 
         ⼨寸，取⼗十六⼨寸⼆二分为⼀一升，添前为六⽃斗⼀一升，余有⼗十⼀一⼨寸⼋八分。 
                 i）又取⼀一升分为⼋八⼗十⼀一分，以⼗十六⼨寸⼆二分，⼀一⼨寸当五分。⼗十⼨寸当五⼗十分。又有六⼨寸， 
         五六三⼗十，又当三⼗十分。添前为⼋八⼗十分。是⼗十六⼨寸当⼋八⼗十也。仍有⼗十分⼨寸之⼆二，当⼀一分。   
         都并⼗十六⼨寸⼆二分，当⼋八⼗十⼀一分。 
                j）如是，⼗十⼀一⼨寸⼋八分于⼋八⼗十⼀一分，当五⼗十九。更得⼋八⼗十⼀一分升之⼆二⼗十⼆二分，始得⼀一 
         升。添前为六⽃斗⼆二升。复得⼆二升，乃滿六⽃斗四升为鬴也。 
        这段文献由三部分组成：《周礼考工记》经文，即 a 段；汉代大儒郑玄对
经文的注释，即 b段；贾公彦进一步的注疏，即从 c到 j段。 
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三尺表示长度 三尺表示面积 三尺表示体积 
图 1，2，3：古代用长度表达长度、面积和体积 
 
        这样郑玄同时得到了鬴的容积和体积。在《九章筭术》中有粟米法，可以
计算容积和体积之间的换算。18郑玄把 1000 寸的体积换算成容积后，与 6 斗 4
升比较，其量值少 2 升 22/81 升。因此郑玄认为所谓的鬴，是一个比一尺之方
更大的方（即“此言大方耳”）；而所谓的“圆其外”，则指的是这个方的
唇。 
        本文的重点在于讨论贾公彦的注疏。其核心在于通过计算得到 2 升 22/81













        
        这种通过切割正方体的方式获得正方体体积的方式是非常独特的，后面我
们会做进一步分析讨论。e 段中贾氏之粟米法与郑玄注相同；所谓“筭术”，
实指《九章筭术》。 
        f 段也是“筭法”的开始，它把容积和体积相联系，是接下来比较 1000 寸
和 6 斗 4 升的关键准备工作。贾公彦先给出“方一尺，深尺六寸二分，容一
石”。这就是说一个长方体，它的底面是边长为 1 尺的正方形，深 1 尺 6 寸 2
分，这样它的容积就是 1 石。然后“如前以纵横十截破之”，就是用和前面破
正方体的方法一样把这个长方体纵横都截为十段。见图 6。 
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  18	  《九章筭术》卷二粟米，讲的是各种谷物交换时候的比率。关于特定谷物容积和体积之间的换算关系，
实际上在《九章筭术》卷五商功委粟术中被指出，即“其米一斛积一尺六寸五分寸之一”。（［18]，5:	  18a；[19]，191；［20］，451）至于为何这一关系会成为容积、体积换算的标准，Karine	   Chemla 和马
彪有精彩的论述。（［21］）	  




        通过这种方法，贾公彦得到三个基础的关系。“一方有十六寸二分，容一
升”，就是说一个长方体，底面是边长 1 寸的正方形，深 16 寸 2 分，容积 1
升。显然，这个小长方体是之前的大长方体的 1/100，因此容积也是它的
1/100，1 石的 1/100 正是 1 升。“百二十六寸，容一斗”，是说一个长方体，
底面是边长为 1 寸的正方形，深 162 寸，它的容积就是 1 斗。显然，把之前的
关系十倍，就得到这个关系。“千六百二十寸，容一石”，是说一个长方体，
底面是边长为 1寸的正方形，深 1620寸，它的容积就是 1石。这个一石的几何
含义已经与一开始的长方体不同。这三组关系可以用下面的式子表示，左边用
长度表示体积，其底面都是边长为 1寸的正方形： 
       16 ⼨寸 2 分 ∼ 1 升……(1)       
             162 ⼨寸 ∼ 1 ⽃斗……(2) 
           1620 ⼨寸 ∼ 1 ⽯石……(3) 
        有了这三组关系，贾公彦就可以开始比较 1000寸和 6斗 4升了。从 g段到
i 段，是他经过计算得到 2 升 22/81 升的过程。g 段贾公彦先从 6 斗 4 升出发，
计算 6斗相当于多少寸。为此，贾公彦引用关系（2），即“以百六十二寸受一
斗”。贾公彦的思路是：因为 1 斗相当于 162 寸，6 斗则相当于 6 个 162 寸。









寸；是 6×60，而不是 6×60 寸；只有 6×2 寸。说明他是直接取把汉子数字
“百六十二寸”分解为“百”、“六十”和“二寸”，进而计算。此处显示贾	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  19	  匿名审稿人指出这种做法与唐宋元乘除捷算法的方向一致，这是正确的。笔者这里的分析旨在强调，贾
氏的做法是这样一种简化乘除的方向以文字计算的结果，不同于基于算筹的唐宋元乘除捷算法。	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氏的计算是直接从文本开始，而不用算筹。 
        h 段开始，贾公彦做比较。他已经得到 6 斗（容积）相当于 972 寸（体
积）。因其目的在于比较 6斗 4升（容积）和 1000寸（体积）。故其需要比较
4升和 28寸（即 1000寸−972寸＝28寸）。即贾氏所云“于千寸之内，仍有二
十八寸在。于六斗四升曰鬴，又少四升未计入”。 
        h 段后半段，贾公彦径取关系式（1）式，即 16 寸 2 分相当于 1 升。则 28
寸剩余 11寸 8分（即 28寸−16寸 2分＝11寸 8分）。而 4升除去 1升尚余 3
升。结合前面得到的 6 斗相当于 972 寸，贾公彦现在得到 6 斗 1 升相当于 972
寸+16 寸 2 分。即是“今二十八寸，取十六寸二分为一升，添前为六斗一升，
余有十一寸八分”。 
        于是现在的问题是比较 11寸 8分和 3升。根据关系式（1），11寸 8分已
经不满 1 升。为了计算 11 寸 8 分相当于多少升，i 段是贾公彦做的准备工作。
“又取一升分为八十一分”，他另取一升分为 81 份20。贾公彦这里取 81 这个
数字的原因是：所须注解之郑玄注给出了 2 升 22/81 升，其分母是 81，因此取
1升分为 81分。21 根据（1）式，1升相当的体积是 16寸 2分，也分为 81份，
即是 0.2 寸（16 寸 2 份÷81＝0.2 寸）。0.2 寸相当于 1 份或者每 1 寸相当于 5
份（即 81份÷16.2寸＝5份／寸）。亦即“以十六寸二分，一寸当五分”。 
         接着贾氏以计算确认这一关系。16 寸 2 分等于 10 寸加 6 寸加 2 分（即
2/10 寸）——因为 1 寸当 5 份，故而 10 寸当 50 份，即“十寸当五十分”；6
寸当 30 份，即“又有六寸，五六三十，又当三十分”；加起来得到 16 寸当 80
份，即“添前为八十分，是十六寸当八十也”；2/10 寸当 1 份，即“仍有十分
寸之二，当一分”，加起来得到 16 寸 2 分，当 81 份，即“都并十六寸二分，
当八十一分”。 
        这里的计算和 g段的计算一样。相当于需要计算 16寸 2分×5份，贾氏把




算的数学关系和出发点有关。之前的计算，贾公彦从 162 寸（体积）相当于 1
斗（容积）开始，欲得 6 斗当多少，因此把 162 寸分为三部分；此处贾氏从 1
寸（体积）相当于 5 份（容积）开始，欲得 16 寸 2 分当多少，便不宜分解 16
寸 2分。22 
        做完这个关键的准备工作，在 j段中，贾公彦直接得到 11寸 8分相当于 59
份，即“如是，十一寸八分于八十一分，当五十九”。贾氏这里没有给出具体
的计算过程，“如是”两字说明用的是和 i 段的方法，不难推测出其算法：11
寸 8 分分为 10 寸、1 寸和 8／10 寸，因为 1 寸相当于 5 份，10 寸相当于 50
份，1寸相当于 5份，8/10寸相当于 4份，加起来正好得到 59份。 
        因为 1升分为 81份，于是得到 11寸 8分相当于 59份，即 11寸 8分相当	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  20	  贾公彦用的术语是“分”，为了 11 寸 8 分的分做区分，因此我称之为“份”。实际上，贾公彦这里分
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于 59/81 升。59/81 升需要和 3 升比较。差 22/81 升可以满一升，另一边得到 6
斗 2 升，即“更得八十分升之二十二分，始得一升”；再得到 2 升，才满 6 斗
4 升为鬴的容积。即“添前为六斗二升。复得二升，乃满六斗四升为鬴也”。
这说明 1000寸和 6斗 4升差 2升 22/81升，即贾氏完成了对于郑玄注的注解。
表 1清楚地说明贾公彦注疏的过程。 
 






1 注疏“方尺，积千寸” 切割正方体（1尺×1尺×1尺） 
e
段 














5 比较 28寸和 4升  
h
段 6 
28寸＝16寸 2分＋11寸 8分 
28寸相当于 1升加 11寸 8分 
6斗 1升相当于 972寸加 16寸 2分 
利用关系式（1），推理计算 
7 计算 11寸 8分相当于多少升 利用郑玄注数据 2升 22／81升，
推理计算 
i段 
8 取 1升分为 81份，得到 1寸等于 5份 
9 11寸 8分相当于 59/81升  
j段 
10 6斗 1升 59/81升相当于 1000寸（972寸加
16寸 2分加 11寸 8分） 
 
11 再加 22/81升，得到 6斗 2升  
12 再加 2升，得到 6斗 4升  




3  贾公彦数学知识之特色  
        本节将进一步深入分析其数学知识之特色，并将之与以《九章筭术》为代
表的传统数学做对比。 
3.1 注疏和算法的结构  




        在“㮚氏为量”这个例子中，是郑玄提到了 2 升 22/81 升，因此贾氏算法
是针对郑玄注的。在 b 段中，郑玄注由三方面构成：其一，利用《春秋左
传》，说明鬴的容积是 6 斗 4 升；其二，“方尺，积千寸”，说明鬴的体积等
于 1000寸；其三，利用粟米法，比较两者的差距，得到 2升 22／81升。 




        接来下进一步分析贾公彦对于“六斗四升”、“一千寸”和“二升八十一








        可见，对于郑玄提出的三个数量，贾氏的疏解也是很严格的。贾公彦遵循
了郑玄比较的方法，分开处理六斗和四升；通过算法，逐步得到二升和八十一
分升之二十二。故而可以说，贾公彦注疏和算法的结构，是基于郑玄注的。 
3.2 对数的认识  





        贾氏算法的结构与他对于数的认识是一致的。他的做法是把一个数依据单
位和语句分为多个部分，进而计算。 
        这种对数的认识和算法与以《九章筭术》为代表的传统数学是不同的。对
于 6 斗 4 升这样的数，是先化为统一单位，进而计算（不会理解成两部分）。
23对于分数，传统是筹算的做法，计算结果若有余数，则自然成一个分数；若
计算开始有分数，则用通分之法。［22］而不会把 2升 22/81升理解成三部分。  
3.3 对图形的认识  
        贾公彦两次切割的几何体（图 4、5、6）。在第二例中，他说“如前”，
说明两次切割的方法是一样的。24第一次的切割的目的是证明，“方尺，积千
寸”。他通过切割的方法把一个边长为 1尺的正方体，分成 1000个边长为 1寸
的小正方体。由于每个小正方体的体积是 1 寸，截一次可以得到图 5 里扁平的
六面体，它由 100个小正方体组成，体积是 100寸，截十次就得到 1000寸，所
以边长为 1尺的长方体，体积是 1000寸。这里，贾公彦是利用切割的方法证明
了“方尺，积千寸”的结果。 




（［17］，1:2a；［19］，10 页；［20］，155）这里，李淳风把一亩 15 步
×16 步的田用两种方法切割，分别证明了方田的算法，即“验矣”。这种做法
和贾公彦的做法是类似的，但两者目的不同。 
        在第二次切割中，贾公彦通过切割长方体，得到三组关键体积、容积的关
系，是后面算法的基础。这种做法以几何为基础，进而得到所需之数据，是传
统数学文献中鲜见的。26  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  23	  如化为 64 升，然后用算筹摆出 64，进而计算。	  24 实际上，这种切割方法在贾氏其他注疏中也有体现。	  25	  “积步”宋本作“积”，根据［19］、［20］校为“积步”。	  26	  	  数学文献中的数据基本通过筹算得到，图形只是作为辅助的解释。更多贾公彦类似算法的例子，请参
见［5］。	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3.4 推理的方式 
        贾公彦计算的一大特点是推理的方式自然、易懂。27 g段和 i段之计算是把
一个个位数、多位数的乘法，分解成多个个位数之间的乘法，从而可以利用九
九表进行计算。i 段和 j 段为了计算 22/81 升，又把一升分为八十一份。此外，





4  结语  









        值得注意的是，贾公彦对于算筹的运用不同与传统数学。《孙子筭经》给
















	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  27	  	  此点承蒙林力娜（Karine	  Chemla）教授告知。	  28	  “寓理于算”是李继闵先生提出的关于中国古代数学的特点。（［23］）	  29	  	   另一方面，也进一步暗示了贾公彦算法并不存在文本之外的筹算过程，读者依据文本便可自然理解其
算法过程。	  30	  指本文讨论之儒学经典和以往研究集中的算学经典。	  31	  	  关于算筹用量和算法的关系，参见论文［24］。	  32 从颜师古对《汉书》的注，得知唐代规定官员必须佩戴算袋（［25］）；而通过对贾公彦算法的分析可
以感到，算袋里得算筹也许只具有象征意义。对于算筹、算袋制度的研究，李俨先生有详尽得讨论。
（［26］）	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此可以推测王真儒参与注解算经稍晚于他参与注解儒家经典。这些事实说明了
初唐数学文化的多样性和复杂性。 
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Abstract By analysing an excerpt of Jia Gongyan’s commentary on the Rites of Zhou, 
this paper uncovers different mathematical knowledge as compared with that previous 
known from Chinese mathematical sources, for example the Nine Chapters on 
Mathematical Procedures. The differences cover several aspects: structure of 
procedure, cognition of numbers and figures, mode of reasoning, and the use of 
counting rods. On the other hand, similar mathematical knowledge to that of Jia 
Gongyan exists in other Confucian canons. Moreover, a scholar, Wang Zhenru, 
commented on Confucian canons with Jia Gongyan, and later commented on 
mathematical books with Li Chunfeng. This paper emphasizes the necessity for 
further study of the mathematical knowledge in Confucian canons, and the 
relationship between Confucianism and mathematics. 
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